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1. Der Radius R eines kugelférmigen Teilchens sei uniform verteilt auf dem Intervall
[10, 100]pm, und V bezeichne das Volumen dieses Teilchens.

a) Berechne den Erwartungswert von V.

b) Berechne die Dichte von V.

Wir nehmen nun an, der Radius R sei lognormal verteilt (eine Zufallsvariable Y heisst
lognormal verteilt, falls logY eine normalverteilte Zufallsvariable ist).

c) Zeige: Wenn R lognormal verteilt ist, dann ist auch V' lognormal verteilt.

Lésung: Die Zufallsvariable R ist uniform auf dem Intervall [10,100] verteilt, d.h.
fr(x) = 1[10 100 (7). Das Volumen des Teilchens ist gegeben durch V' = %WRB.

a) Fiir den Erwartungswert von V und von V2 hat man

47
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ElV] = 3 fr(x)dx —dr = (10 —10%) ~ 1163436
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b) Die Verteilungsfunktion von V ist gegeben durch Fy/(x) = P[V < z] = P[4nR3/3 <
x] = FR((ifr)l/ 3). Durch Differenzieren folgt

fv(z) = %Fv() dd FR(<47T>1/3)

- () ()

1/3
{ &(%) 33;*2/3 falls 4%103 <z< %”106,

0 sonst.

c) R ~ lognormal(yu,c?) bedeutet, dass log R ~ N'(u, 02). Weiter hat man
4 4
logV = log <§R3) = log % + 3log R.

Also log V' ~ N(Su + log 5 it 9o ) und somit V' ~ lognormal (3u +log = ir 9o )
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2. Aufgrund langjihriger Untersuchungen ist bekannt, dass der Bleigehalt X in einer Bo-
denprobe anndhernd normalverteilt ist. Ausserdem weiss man, dass der Erwartungs-
wert 32 ppb (parts per billion) betrégt und dass die Standardabweichung 6 ppb betragt.

a) Mache eine Skizze der Dichte von X und zeichne die Wahrscheinlichkeit, dass eine
Bodenprobe zwischen 26 und 38 ppb Blei enthélt, in die Skizze ein.

b) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Bodenprobe hochstens 40 ppb Blei
enthalt?

Hinweis: Gehe zur standardisierten Zufallsvariablen Z iiber und benutze die Ta-
belle der Standardnormalverteilung.

c) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Bodenprobe héchstens 27 ppb Blei
enthélt?

d) Welcher Bleigehalt wird mit einer Wahrscheinlichkeit von 97.5% unterschritten?
Das heisst, bestimme dasjenige ¢, so dass die Wahrscheinlichkeit, dass der Bleige-
halt kleiner oder gleich c ist, genau 97.5% betrigt.

e) Welcher Bleigehalt wird mit einer Wahrscheinlichkeit von 10% unterschritten?
f) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, die in Aufgabe a) eingezeichnet wurde?

Losung:

a) Siehe Bild.
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b) X bezeichne den Bleigehalt. Es gilt

X ~ N(u, %), mit 4 = 32 und % = 6°.

Ohne Computer geht man aus praktischen Griinden (Tabelle!) normalerweise zur
standardisierten Zufallsvariablen Z = (X — u)/o iiber. Es gilt Z ~ N(0,1), und

40 — 32

P(X <40) =P <Z < > =P (Z < 1.33) = ®(1.33) = 0.9082.

c) P(X <27)=P(Z < —0.83) = $(—0.83) = 1 — $(0.83) = 0.2033.
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d) P(X <¢)=0975 =P (Z < <2) = 9(2).

Mit Hilfe der Tabelle findet man ®(1.96) = 0.975 (Bemerkung: 1.96 ist das 97.5%-
Quantil der Standardnormalverteilung). Also muss gelten

c— 32
6

= 1.96 und deshalb ¢ =324+ 1.96- 6 = 43.76.

e) Aus der Tabelle: $(1.28) = 0.9 und ®(—1.28) =1 — 0.9 = 0.1. Somit ¢ = 32 —

1.28 -6 = 24.31.
f)
38 — 32
6

26 — 32

<Z<
6 S 4=

"

P (26 < X < 38)

3.

> =P(-1<Z<1)=9(1) - o(-1)

2®(1) —1=2-0.8413 — 1 = 0.6826.

a) Sei X eine Exp(\)-verteilte Zufallsvariable. Berechnen Sie Var[X].

b) Seien X und Y zwei stetige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte

2z er1-2)~y

f(:v,y)Z{ 0

fir 0 <z <y,
sonst.

Berechnen Sie die Dichte fx der Randverteilung von X.

c) Seien X und Y zwei stetige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte

1

2

0 sonst.

f(fﬂ,y):{

Berechnen Sie E[XY].

Losung:

firo<z<y <2,

a) Wir berechnen das erste und das zweite Moment von X.

+o00o +oo
EX] = / zfx(x)dx :/ zhe M dx
—00 0
oo o0 1 e
= [—xe_)‘m} +/ e Mdx =0+ [—e_)‘x] =—
0 0 A 0 A
und
—+o00 —+o00
E[X?] = / foX(x)da::/ 2 he My
—00 0
_ |2 - teo e —AT g, g — 3
= { e }0 +2 ; xe dx—0+>\E[X]—)\2.

Die Varianz ist gegeben durch

Var[X] = E[X?] - E[X]* =

3/1[6]

1
ﬁ .

2
vl

1
ﬁ:
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b) Die Randdichte fx bestimmt sich durch fx(x f flz,y)dy, z e R. Firz <0
ist f(x,y) =0, also auch fx(z) =0, und fur x>0 gllt

fx(x) = /Qxex(l_x)_y dy = 2z *1—7) /e_y dy = 21:636(1_96)(—6_9‘;0) —2ze ",

2ze " fiir z >0,

Wir erhalten also fx(z) = { 0 sonst

¢) Wir rechnen

2
E[XY] = /:Eydacdy—/ —y8 dy——y =1.
0 0

4. Welche der untenstehenden Aussagen ist richtig? Begriinde deine Antwort.
a) Esgilt P[X >t+s|X >s]=P[X >t fur alle t,s > 0, falls

1. X ~U(a,b).
2. X ~P(N).
3. X ~ Ezp()).
b) Sei ®(t) = \/127 ftoo e~2%ds. Was gilt dann fiir &(—t)?
(I>( t) = —®(t).
O(—t) =1— d(t).
3. CIJ( t) = ®(1).
c) Sei X ~ N(0,1) und Y eine Zufallsvariable, sodass X +Y ~ N(1,6). Berechne
E[Y].
1. E[Y]
2. E[Y]
3. B[Y]

0
2.
1

d) Die Dichte einer Zufallsvariablen X sei gegeben durch

c+x falls —§<2<0,
fx(@)=(c—az falls0<xz<§,

0 sonst.

Bestimme die Konstante c.

_ 2
1. =7
1

2. =7
_ 3

3. =5
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e) Wir betrachten die Verteilungsfunktion Fx(t) fir die Zufallsvariable X aus d).

Dann gilt:
L. Fx(t) = 5t + 5t + 5 fir t <0.
2. Fx(t) = —5t> + Zt + 5 fir t > 0.

3. Weder 1. noch 2. trifft zu.

f) Sei ¢(t) = \/%e_%ﬁ, t € R. Was gilt dann fiir o(—t)?
Lop(=t) = —p(t).
2. p(=t) =1 - ¢(t)
3. o(=t) = o(t)
Loésung

a) 3. ist richtig, denn es gilt fiir X ~ Exp(\)

PIX>t+s] 1—Fx(t+s) e A+
P[X >s]  1—-Fx(s) e

PX>t+s|X >s= = e M=P[X > 1]

b) 2. ist richtig. Mit der Substitution s’ = —s erhilt man

=

2

D(—t) = —— /_t 3% L /t Ry P /OO —25 g/
—t) = e s = — e s = e s
V2T ) V2T Joo V2T Je
]. o0 1.2 ]. t 1.2
= — e 2° ds/—/ e 2% ds’ =1—®(t).
V2T /_oo V2T J - ( )

1. ist falsch, weil ® > 0, und 3. ist falsch, weil ® strikt wachsend ist.

c) 3. ist richtig. Da X ~ N(0,1), folgt E[X] = 0 und Var(X) = 1. Weiter gilt wegen
X +Y ~N(1,6),dass E[X +Y] =1 und Var(X +Y) = 6. Wegen Linearitéit des
Erwartungswertes ist

E[X+Y]|=E[X]+E[Y]=1.
Daraus folgt, dass E[Y] = 1. Weiter erhalten wir wegen der Unabhéngigkeit
Var(X+Y)=Var(X)+Var(Y) =14+ Var(Y) = 6.
Also ist Var(Y) = 5. Da Var(Y) = E[Y?] — E[Y]?, folgt E[Y?] = 6.

d) 1. ist richtig. Da fx(x) eine Dichte ist, muss folgende Gleichung erfiillt sein:

0 c

1 1 <

1;/ (c+x)d:1:+/2(c—:c)da::(cx+2x2)‘(ic+(ca:—2:c2)g
< 0 2

2

2 2 2 2 3,

c

¢ @ 3
28 "2 % 1%

(Alternativ kann man die Fliche unter der Funktion f auch elementargeometrisch
bestimmen.) Es folgt ¢ = j:% und weil f(z) > 0 sein muss, folgt ¢ = %
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e) Maglichkeit 1:
1. ist falsch, weil in diesem Fall F'x(¢) > 1 wird fiir ¢ negativ genug; 2. ist falsch,
weil hier Fix(t) < 0 wird fiir ¢ gross genug. 3. ist also richtig.
Mdéglichkeit 2:
Alternativ kann man die Verteilungsfunktion auch explizit berechnen. Aus d)
wissen wir, dass ¢ = % Wir betrachten zuerst den Fall —% <t<0:

v
Fx (1) /t (2 + )d
b'e = _— T X
-1 V3
= — +7CL‘
N A
2

—1t2+ t+1
2 V32

Fir0<t< % erhalten wir

v
0 t
FX(t):/_\}§ (\jg+x)d:v—|—/o (\%—x)dm
1 2

=—x+ -z +—=z—-cz
\@ 9 }—% \/g 9 ‘0
S N
2 V32
Also ist die Verteilungsfunktion F'x(t) der Zufallsvariable X gegeben durch
0 falls t < -,
2+ Zt+ 1 falls — = <t <0,
PxO=3 122,11 faso<r<
-3 + 73 + bl alls ST S 73,
1
1 falls ¢t > %,

und wir erkennen, dass weder 1. noch 2. stimmt. Damit ist 3. richtig.
Méglichkeit 3:

Weil fx links von —¢/2 und rechts von ¢/2 Null ist, muss dort F'x konstant sein.
Also sind 1. und 2. beide falsch und damit ist 3. richtig.

f) 3. ist richtig, da t? = (—t)2.
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